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Решение задач на системы счисления: подготовка к ЕГЭ
Тема «Системы счисления» представляет собой одну из основных в школьном курсе информатики, в том числе потому, что на знания, умения и навыки, полученные в ходе изучения этой темы, учащиеся должны опираться при изучении ряда других тем. Так, последующее изучение программирования оказывается в значительной степени ущербным без понимания школьниками принципов представления данных в памяти компьютера.
В Едином государственном экзамене тема «Системы счисления» традиционно бывает представлена тремя заданиями (два из группы А и одно из группы В). И, как показывает практика подготовки учащихся к ЕГЭ, такие задания зачастую вызывают у школьников определенные трудности. Особенно это касается заданий группы В, которые предполагают не только перевод чисел из одной системы счисления в другую или выполнение арифметических вычислений в недесятичной системе, но и глубокое понимание принципов записи чисел в различных системах счисления.
Ниже сделана попытка проанализировать задания по этой теме по материалам демонстрационных вариантов ЕГЭ по информатике с 2004 по 2011 гг. и объяснить принципы решения задач, вызывавших у наших учащихся наибольшие трудности. 
Первая, значительная по объему подборка заданий группы А касается так или иначе перевода десятичных, а также восьмеричных и шестнадцатеричных чисел в двоичную форму. 
В 2004 и 2005 гг. (самые первые годы, когда был введен ЕГЭ по информатике) такие задания были наиболее простыми
:
2004–А5. Как представлено число 2510 в двоичной системе счисления?

	1)
	10012
	2)
	110012 
	3)
	100112 
	4)
	110102 


2005–А4. Как представлено число 8310 в двоичной системе счисления?

	1)
	10010112
	2)
	11001012 
	3)
	10100112 
	4)
	1010012 


Здесь требовалось только внимательно выполнить последовательность делений на 2 и записать полученный результат – двоичное число.
С 2006 по 2008 гг. подобное задание разработчики ЕГЭ стали представлять в несколько более сложном виде:
2006–А4. Количество значащих нулей в двоичной записи десятичного числа 126 равно

	1)
	1
	2)
	2
	3)
	3
	4)
	0


2007–А4. Сколько единиц в двоичной записи числа 195?

	1)
	5
	2)
	2
	3)
	3
	4)
	4


2008–А4. Сколько единиц в двоичной записи десятичного числа 194,5? 

	1)
	5
	2)
	2
	3)
	3
	4)
	4


Очевидно, что суть задания здесь остается прежней – учащийся должен грамотно перевести десятичное число в двоичную запись. Но затем нужно выполнить еще одно, достаточно тривиальное действие – формально подсчитать количество единиц или нулей в полученной последовательности двоичных цифр. 
Такой подсчет для школьников не представляет особой трудности, - но неожиданно выяснилось, что при решении задания на подсчет количества нулей учащиеся допускают ошибки, связанные с неверным пониманием термина «значащая цифра». Например, при решении тренировочных заданий, где требовалось определить общее количество значащих цифр в записи числа в некоторой системе счисления, учащиеся считали все нули в такой записи «незначащими» и не включали их в подсчет. Поэтому при решении подобных задач необходимо особо обратить внимание школьников на то, что незначащими считаются только нули, дописываемые к числу слева для его дополнения до заданного числа разрядов, и что все нули, расположенные в числе правее хотя бы одной ненулевой цифры, являются значащими.
Наконец, с 2009 г. задание обсуждаемой «серии» было дополнительно усложнено и приобрело следующий вид:
2009–А3. Дано: a = D716, b = 3318. Какое из чисел c, записанных в двоичной системе, отвечает условию а < с < b?

	1)
	11011001
	2)
	11011100
	3)
	11010111
	4)
	11011000


2010–А1. Дано A = 9D16, В = 2378. Какое из чисел С, записанных в двоичной системе, отвечает условию А < С < В?

	1)
	100110102
	2)
	100111102
	3)
	100111112
	4)
	110111102


2011–А1. Дано A = A716, B = 2518. Какое из чисел С, записанных в двоичной системе, отвечает условию А < С < В?

	1)
	101011002
	2)
	101010102
	3)
	101010112
	4)
	101010002


В данном случае необходимо знание правила быстрого преобразования записи чисел между системами с основаниями 2, 8 и 16 путем разбиения двоичного числа на триады или тетрады. Это правило необходимо отработать с учащимися практически до «рефлекторного» его выполнения. При этом можно посоветовать школьникам для удобства при решении задачи сразу выписать все возможные битовые комбинации путем последовательного прибавления 1 (либо выучить их наизусть).
	8-ная цифра
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	2-ное представление
	000
	001
	010
	011
	100
	101
	110
	111


	16-ная цифра
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	2-ное представление
	0000
	0001
	0010
	0011
	0100
	0101
	0110
	0111

	16-ная цифра
	8
	9
	А
	В
	С
	D
	E
	F

	2-ное представление
	1000
	1001
	1010
	1011
	1100
	1101
	1110
	1111


Следующая подборка заданий касается выполнения арифметических вычислений в недесятичных системах счисления. Подобное задание имеется в ЕГЭ в каждом году:
2004–А6. Вычислите значение суммы 102 + 108 +1016  в двоичной системе счисления.

	1)
	10100010
	2)
	11110
	3)
	11010
	4)
	10100


2005–А5. Вычислите сумму двоичных чисел x и y, если
x=10101012

y=10100112

	1)
	101000102
	2)
	101010002
	3)
	101001002
	4)
	101110002


2006–А5. Вычислите сумму чисел x и y, при x = 1D16, y = 728. Результат представьте в двоичной системе счисления.

	1)
	100011112
	2)
	11001012 
	3)
	1010112 
	4)
	10101112 


2007–А5. Значение выражения 1016 + 108·* 102 в двоичной системе счисления равно

	1)
	1010
	2)
	11010
	3)
	100000
	4)
	110000


2008–А5. Вычислите сумму чисел x и у, при х = A616, у = 758. Результат представьте в двоичной системе счисления.

	1)
	110110112
	2)
	111100012
	3)
	111000112
	4)
	100100112


2009–А4. Чему равна сумма чисел 438 и 5616?

	1)
	1218
	2)
	1718
	3)
	6916
	4)
	10000012


2010–А4. Вычислите сумму чисел X и Y, если Х = 1101112, Y = 1358. Результат представьте в двоичном виде.

	1)
	11010100
	2)
	10100100
	3)
	10010011
	4)
	10010100


2011–А4. Чему равна сумма чисел 578 и 4616?

	1)
	3518
	2)
	1258
	3)
	5516
	4)
	7516


Первое, что нужно сделать, - это перевести все заданные числа в одну систему счисления (как правило, в двоичную), а затем выполнить соответствующие арифметические операции в двоичной системе. Однако следует обратить внимание учащихся на то, что это правило не должно являться какой-то «догмой»! Например, задания 2004–А6 и 2007–А5 гораздо легче выполнить, если вспомнить, что число 10, записанное в любой системе счисления, равно значению основания этой системы счисления! Поэтому в этих двух случаях проще всего сразу вычислить операнды в десятичной форме и выполнять указанные арифметические операции в десятичной системе.
Однако основные сложности начинаются с переходом к заданиям группы В, поэтому именно им мы и посвятим большую часть внимания. 
1. Задано десятичное число и его запись в некоторой системе счисления. Требуется определить основание этой системы счисления.
Интересно, что такие задания первоначально присутствовали в самых первых ЕГЭ по информатике, а далее разработчики вариантов ЕГЭ о них «забыли», но в последние два года вспомнили вновь:
2004–В1. В системе счисления с некоторым основанием число 12 записывается в виде 110. Укажите это основание. (Ответ: 3.)
2006–В1. В системе счисления с некоторым основанием число 17 записывается в виде 101. Укажите это основание. (Ответ: 4.)

2010–В3. В системе счисления с некоторым основанием десятичное число 49 записывается в виде 100. Укажите это основание. (Ответ: 7.)

2011–В5. В системе счисления с некоторым основанием десятичное число 18 записывается в виде 30. Укажите это основание. (Ответ: 6.)

Решение таких задач основано на «каноническом» представлении записи числа в системе счисления с основанием n при его переводе в десятичную систему:
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Обозначим неизвестное нам основание системы счисления «привычной» буквой n и запишем уравнение на основе имеющихся у нас данных (в качестве примера рассмотрим задание 2004-В1):
12 = 1∙n2 + 1∙n+0.

В результате получается достаточно простое квадратное уравнение: 
n2 + n – 12 = 0,

решить которое можно традиционным способом – через вычисление дискриминанта:
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Очевидно, что основание системы счисления может быть только натуральным числом, поэтому первый (отрицательный) корень уравнения нам не подходит. Следовательно, ответом является число 3 – троичная система счисления.
Задания 2006–В1 и 2010–В3 решаются аналогично. А вот задание 2011–В5 решить еще проще: здесь даже не требуется решать квадратное уравнение:
18 = 3∙n + 0; ( 3∙n = 18; ( n = 6 (шестеричная система счисления).
2. Задано десятичное число и только часть его записи в другой системе счисления. Требуется определить все основания систем счисления, в которых запись числа удовлетворяет заданному условию.
2005–В1, 2008–В1
. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 23 оканчивается на 2. (Ответ: 3, 7, 21.)
2007–В1. Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 22 оканчивается на 4. (Ответ: 6, 9, 18.)
Решение этих задач по своей сути аналогично ранее рассмотренному и тоже основано на представлении записи числа в системе счисления с основанием n при его переводе в десятичную систему. Но, кроме того, нам потребуется вспомнить еще одну форму записи – формулу Горнера:
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Точнее, нам потребуется только первый шаг преобразования «канонической» записи в формулу Горнера: 
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В этой записи мы видим исходное десятичное число (d), цифру, которой должна заканчиваться запись числа в искомой системе счисления (a0), основание системы счисления (n) и некоторый сомножитель n, который мы обозначим, например, как x:
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Отсюда можно выразить искомое значение n:
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При этом неизвестную величину x можно рассматривать как некоторый параметр, на который наложено условие: x является натуральным числом (т.е. целым и положительным; это условие достаточно очевидно, если вспомнить, чему соответствует x в нашей формуле). Другое очевидное условие – получаемое значение n тоже должно быть натуральным числом, причем его значение должно быть больше, чем единственная указанная в условии задачи цифра записи числа в этой системе счисления.
Теперь остается только последовательно перебирать разные значения x, начиная с 1 и далее по возрастанию, и проверять получаемый результат (n) на соответствие указанным выше условиям. Впрочем, вместо простого перебора значений x можно догадаться, что эти значения должны быть кратны получаемой разности 
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Решим, например, таким способом задание 2007–В1.

Дано исходное десятичное число 22 и указано, что его запись должна заканчиваться цифрой 4. Следовательно, n должно быть больше 4. Кроме того, можно записать:
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, т.е. требуется найти значения x, кратные 18 (те, на которые число 18 делится нацело). Очевидно, это значения 1, 2, 3, 6, 9 и 18. Но, как уже было сказано выше, значение n должно быть больше 4. Поэтому из всей найденной подборки нам подходят только значения 6, 9 и 18. Это и есть ответ на задачу.
Несколько сложнее решение будет, если задана не одна, а несколько цифр, на которые должна заканчиваться запись числа (пока в демо-вариантах ЕГЭ таких задач нет, но такие задачи можно найти в различных подборках для тренажа к ЕГЭ). Например:
«Укажите через запятую в порядке возрастания все основания систем счисления, в которых запись числа 31 оканчивается на 11.»

Решение этой задачи производится аналогично, но формулу Горнера потребуется расписать еще на один шаг «глубже»:
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Аналогично предыдущим задачам, мы имеем здесь исходное число (d), две указанные цифры окончания записи (a0 и a1) и искомое основание системы счисления (n), а сомножитель 
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 мы, как и ранее, обозначим буквой x и будем считать за некий параметр.
Для нашей задачи получаем запись:
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Следовательно, нам потребуется найти значения n, кратные числу 30. Это: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 и 30.
Остается проверить каждое из этих значений на соответствие условиям: x – целое неотрицательное
 число; n – натуральное число, большее 1. При этом можно записать вспомогательную формулу:
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Тогда ответом будут являться значения n, равные 2, 3, 5 и 30.
3. Задано некоторое «предельное» десятичное число и часть его записи в заданной системе счисления. Требуется определить все десятичные числа, запись которых в указанной системе счисления удовлетворяет заданному условию, и которые не превышают заданного десятичного числа.
Примером является одно из заданий демо-варианта ЕГЭ за 2009 год:
2009–В3. Укажите через запятую в порядке возрастания все десятичные числа, не превосходящие 25, запись которых в системе счисления с основанием четыре оканчивается на 11. (Ответ: 5, 21.)
В отличие от предыдущей задачи, где мы искали основания систем счисления, в которых запись заданного числа тоже должна была оканчиваться цифрами 11, данную задачу решить не в пример проще.
Прежде всего, переведем в указанную систему счисления заданное «предельное» десятичное число: 2510 = 1214.

Теперь выпишем все числа в четверичной (!) системе счисления, которые заканчиваются на 11 и меньше, чем число 1214: очевидно, это числа 114 и 1114 (следующее подобное число 2114 нам не подходит, так как оно превышает 1214). 
Эти два числа – и есть ответ к задаче, - только нужно перевести их в десятичную форму: 114 = 4+1 = 5; 1114 = 42+4+1 = 21.

Напоследок рассмотрим еще пару задач, которые не входят в состав ЕГЭ (пока?), но встречаются в подборках тренировочных заданий.
1. Укажите наименьшее основание системы счисления, в которой запись числа 30 трехзначна.

2. Укажите наименьшее основание системы счисления, в которой запись числа 50 двузначна.

Начнем с решения первой из этих задач.
Какая запись числа в системе счисления с некоторым основанием n является трехзначной? Очевидно – любая в интервале [100n, 1000n[ (где первое число входит в искомый интервал, а второе – не входит). При этом запись исходного десятичного числа (30) должна для всех искомых оснований систем счисления попадать в этот интервал. Следовательно, можно записать такое двойное неравенство:
100n ≤ (запись исходного числа в системе счисления с основанием n) < 1000n.
Преобразуем это неравенство в десятичный формат, используя «каноническое» представление записи числа в системе счисления с основанием n:
n2 ≤ (исходное число) < n3.
В нашем случае получается неравенство: 
n2 ≤ 30 < n3.
Двойное неравенство для его решения относительно n проще всего представить в виде системы двух отдельных неравенств, каждое из которых сравнительно нетрудно решить простым перебором возможных значений n (причем вспомним, - эти значения должны быть натуральными числами!):
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Первое неравенство: ищутся все натуральные значения n, квадраты которых не превышают 30. Очевидно, это числа 1, 2, 3, 4 и 5.
Второе неравенство: ищутся все натуральные значения n, кубы которых превышают 30. Очевидно, это числа 4, 5, 6 и т.д. по возрастанию.
Чтобы теперь получить решение системы этих неравенств, нужно найти пересечение найденных множеств значений n: это будут числа 4 и 5. 
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А поскольку в задаче требовалось найти наименьшее основание системы счисления, то ответом будет число 4. (Можно проверить правильность решения, переведя исходное число 30 в системы счисления с основаниями 3, 4, 5 и 6 и убедившись, что для оснований 4 и 5 получается трехзначная запись числа, для основания 6 – только двузначная, а для основания 3 – уже четырехзначная.)
Решение второй задачи производится аналогично, но поскольку нам требуется получить двузначную запись числа, то получаемое неравенство будет иметь вид:
n ≤ (исходное число) < n2.
То есть, в нашем случае мы получаем неравенство: 
n ≤ 50 < n2,
или систему неравенств:
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Решение первого неравенства: n = 1 … 50. Решение второго неравенства: n = 8, 9, 10 … Пересечение этих двух множеств (решение системы неравенств): n = 8 … 50. Тогда наименьшее основание системы счисления, удовлетворяющее условию задачи, равно 8.
Цифровые образовательные ресурсы по теме «Системы счисления»
При организации занятий по теме «Системы счисления» – как в ходе первичного изучения этой темы, так и во время подготовки к ЕГЭ для актуализации имеющихся знаний – можно рекомендовать учителям и учащимся использовать имеющиеся в наличии цифровые информационные ресурсы (ЦОР). В частности, речь идет о цифровых ресурсах, размещенных на федеральном хранилище «Единая коллекция цифровых образовательных ресурсов» (http://school-collection.edu.ru/) и входящих в комплект учебных материалов «Информатика. 8-9 классы», разработанный в рамках конкурса Национального фонда подготовки кадров «Разработка Информационных источников сложной структуры (ИИСС) для системы общего образования» компанией «1С» совместно с одним из авторов данной статьи. Чтобы «добраться» до этих ЦОР, необходимо:

· выбрать в предметном рубрикаторе Хранилища предмет «Информатика и ИКТ» и классы 8 и 9;

· в появившемся справа перечне учебных материалов выбрать расположенную в подразделе «Инновационные учебные материалы» гиперссылку «"Информатика". 8-9 классы»;

· в перечне имеющихся ресурсов последовательно выбрать разделы: «Компьютер как универсальное устройство обработки информации» → «Представление информации в ЭВМ» → «Представление чисел в ПЭВМ» → «Преобразование чисел из одной системы счисления в другую».
Здесь имеется пять цифровых ресурсов, которые могут использоваться при изучении темы «Системы счисления»: 
1) «Калькулятор систем счисления»;

2) «Непозиционные системы счисления»;

3) «Преобразование десятичного числа в другую систему счисления»;

4) «Преобразование чисел между системами счисления 2, 8, 16»;

5) «Цифровые весы».

Кроме того, в соседнем разделе «Системы счисления» имеется цифровой ресурс «Схема Горнера» и комплект тестовых заданий (предназначенных для использования в среде системы программ для организации и поддержки образовательного процесса «1С:Образование 4. Школа», которая также размещена в свободном доступе на федеральном хранилище в разделе «Инструменты» → «Инструменты организации учебного процесса» в главном меню).
Из перечисленных ЦОР наиболее интересными являются «Цифровые весы» – виртуальная лабораторная среда, наглядно демонстрирующая процесс преобразования десятичного числа сначала в двоичную, а затем – в заданную произвольную систему счисления как процесс взвешивания груза соответствующей массы при помощи набора гирек, вес которых соответствует весам разрядов в соответствующей системе счисления. 
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Работа с данным ЦОР позволяет учащемуся путем самостоятельного выполнения экспериментов «открыть» для себя классическую формулу записи десятичного числа в виде суммы произведений цифр в соответствующих разрядах на соответствующие степени основания системы счисления и глубже понять сам принцип представления числа в выбранной системе счисления.
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� Здесь и далее принято следующее обозначение для заданий: сначала записан год, а затем через тире - обозначение задания в демо-варианте ЕГЭ соответствующего года. Серым фоном выделены правильные ответы.


� В 2008 году было полностью повторено задание из демо-варианта ЕГЭ 2005 года.


� В данном случае нулевое значение допустимо. Тогда мы получим запись исходного числа в искомой системе счисления в виде 11, - но если всё число состоит их цифр 11, то мы вполне можем сказать, что это число «оканчивается» на эти цифры!
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